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МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ РЕЗОНАНСНЫХ ЧАСТОТ 
КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ 
 
Пропонується структурно-аналітичний метод який базується на принципах теорії автоматичного 
керування відносно до лінійних коливальних системам (КС) як консервативних, так і дисипатив-
них з будь-яким числом ступенів вільності.  
 
Structural-analysis method based on the principles of the theory of automated control relative to 
linear oscillatory systems (KC) both conservative and dissipative with any number of degrees of free-
dom has been offered. 
 
Среди методов определения резонансных частот колебательных систем 
(КС) [2, 4] в литературе не был изложен предлагаемый структурно-
аналитический метод, базирующийся на принципах теории автоматического 
управления с использованием в описании отдельных звеньев преобразования 
Фурье [1]. Предлагаемый метод будет изложен применительно к линейным 
КС с любым числом степеней свободы (n) как к консервативным, так и дис-
сипативным. В существующей литературе авторы ограничиваются определе-
нием резонансных частот консервативными КС, хотя в реальности наиболее 
часто встречаются диссипативные КС. Рассмотрение данного метода будем 
осуществлять последовательно от простой КС к более сложной. Наиболее 
простой КС является консервативная КС с одной степенью свободы. Ее диф-
ференциальное уравнение следующее 
 
     tFtcx
dt
txdm 2
2
 ,    (1) 
 
где m – масса; с – коэффициент жесткости (упругости); F(t) – внешнее воз-
действие; x(t) – перемещение; t – время. 
Используя оператор Лапласа  dtdp   [1], уравнение (1) принимает вид 
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   
cmp
pFpx

 2 ,                                                (2) 
 
где x(р), F(р) – изображение Лапласа оригиналов x(t), F(t) соответственно.  
Представим (2) в преобразованиях Фурье [1], заменив р на jω. Тогда (2) 
будет таким 
   2

mc
jFjx

 .                                               (3) 
 
Физически известно, что в режиме резонанса амплитуда колебаний КС 
максимальна по сравнению с амплитудами колебаний вне точки резонанса. 
Из (3) видно, что максимум x(jω) при неизменном на всех режимах колебаний 
КС F(jω) будет при c–mω2=0, откуда для данной КС резонансная частота 
mcp  , равная собственной частоте. Если КС с одной степенью свободы 
является диссипативной, то ее дифференциальное уравнение следующее 
 
       tFtcx
dt
tdxb
dt
txdm 2
2
,                                   (4) 
 
где b – коэффициент диссипации. 
Здесь  
   


jbmc
jFjx

 2
1 .                                     (5) 
 
Максимум x(jω) при неизменном по величине F(jω) будет при  
 
02   jbmc ,                                            (6) 
 
Известно [1], что если комплексное число равно нулю, то равны нулю 
действительная и мнимая части соответственно. Частоты ω, также как собст-
венные частоты, являются действительными. Поэтому будем пользоваться 
выражением 02  mc , откуда собственная частота системы (4) равна 
mc0 . Однако понятно, что при наличии диссипации резонансная час-
тота ωр несколько отличается от ω0. Но из выражения (6) влияние диссипации 
на ω0 мы не получили. Для выявления связи между c, m и b в определении ре-
зонансной частоты ωр представим (5) в виде 
 
    
   222
2


bmc
jbmcjFjx


 ,   (7) 
где 1j . 
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Еще раз заметим, что во всех решениях будем считать, что на всем час-
тотном диапазоне колебаний любой КС величина F(jω) не изменяется. Тогда 
из (7) видно, что максимум х(jω) будет при соблюдении равенства 
0)()( 222   bmc  или  
 
  02 22242  cmcbm  .                                   (8) 
 
Из (8) определим резонансную частоту ωр диссипативной КС. Уравнение 
(8) является биквадратным. Обозначим 22   . Тогда (8) примет вид 
  02 2222  cmcbm  , корни которого 
 
 
mcb
m
b
m
c
m
cmbmcbmc
4
22
422 2
22
22222
2,1 

 , 
и тогда 
  mcbm
b
m
c
p 42
2
22,12,1   .   (9) 
 
Как видим, из выражения (9) следует, что диссипативная КС с одной 
степенью свободы может резонировать на двух частотах 
mcb
m
b
m
c
p 42
2
21  , mcbm
b
m
c
p 42
2
22  . Так как собствен-
ные (резонансные) частоты действительные числа, то если дискриминант 
042  mcb , то mcpp  21  , то есть это собственная частота КС с од-
ной степенью свободы. Если 042  mcb , то резонансных частот в данной 
КС две pp 21  и  .  
Кстати, в эксперименте с диссипативной КС при работе ее в определен-
ном частотном диапазоне наблюдается на-
личие двух резонансов. При mcb 42    
2
2
2
1 2
  ;
2











m
b
m
c
m
b
m
c
pp  . 
Обычно в литературе по колебаниям встреча-
ется  21 2mbmcp  , однако, как вид-
но из данного решения, имеется частота p2 .  
Далее перейдем к КС с двумя степенями 
свободы. Механическая схема такой КС при-
Д2 
x2 
x1 
m1 
02 
Пр
1
Д1 
F 
01 
m2 
Пр
2
Рисунок 1
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ведена на рисунке 1, где m1, mn – массы; Пр1, Пр2 – пружины; Д1, Д2 – демпфе-
ры; 21, xx  – перемещения масс m1, m2 соответственно; F – внешнее воздействие.  
Уравнения ее следующие 
 
    








,
,
1
111221
2
212
2
2
2
2
12111
1
12
1
2
1
dt
dxbхсxсc
dt
dxbb
dt
xdm
dt
dxbxcFxc
dt
dxb
dt
xdm
   
(10) 
 
где с1, с2, b1, b2 – коэффициенты жесткости (упругости) и диссипации соот-
ветственно. 
Из (10) получаем структурную схему данной КС, изображенную на рисунке 2,  
где  ,jFF   , 11 jxx     ,22 jxx        jWWjWWjWW 11112211  , ,   – 
передаточные функции (в изображениях Фурье), то есть  
     ; ;1 1111
1
2
11
1 
 jbcjW
jbmc
jW 

  
 
 212221
2
1 
bbjmcc
jW




 
. 
 
Общие передаточные функции системы (10) относительно    и   1 jx  
 jx2  имеют соответственно вид  
   
     
;
1 2
2
111
1
1



jWjWjW
jW
jWIIx


 
(11) 
       
     
.
1 2
2
111
2111
2 

jWjWjW
jWjWjWjWIIx

  
 
Вначале рассмотрим консервативную КС с двумя степенями свободы. 
Тогда        2
221
21112
1
1
1   ;   ;1




mcc
WcW
mc
W



 . 
x1 x2 W2 W11 W1 
W11 
+ F 
Рисунок 2 
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Подставим значения       jWjWjW 2111  ; ;  в выражение 
       ;11  jWjFjx IIx       jWjFjx IIx22  . Тогда имеем 
 
        ; 212221211
2
221
1
cmccmc
jFmcc
jx






        
(12) 
      . 212221211
1
2 cmccmc
jFcjx




 
 
Из (12)     max max, 21   jxjx  при  
 
   212221211  cmccmc   =0.                                (13) 
 
Раскрывая скобки в (13), получим уравнение 
 
0
21
212
1
1
2
214 








mm
сс
m
с
m
сс
 .                                  (14) 
 
Уравнение (14) полностью соответствует известному частотному урав-
нению для консервативной КС [2]. Его корни, соответствующие резонансным 
частотам, следующие 
2
1
21
21
2
1
1
2
21
1
1
2
21
2,1  4
1
2
1



























mm
сс
m
с
m
сс
m
с
m
сс
p  .  (15) 
 
Как видно из (15) частоты 2,1p  – это собственные частоты консерва-
тивной КС с двумя степенями свободы [2, 3]. Заметим, что уравнение (13) с 
обоснованием его получения на основе определения амплитуд колебаний 
21   и  хх  приведено в работе [5]. 
Далее перейдем к рассмотрению диссипативной КС с двумя степенями 
свободы. В этом случае 
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Как видно из (16) и (17), максимальные значения     jxjx 21   и   будут при  
 
         0 2112122211211  cjbbbjmccjbmc  .       (18) 
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Так как собственные (резонансные) частоты являются действительными, 
то при раскрытии скобок в (18) учтем только вещественную часть общего 
комплексного выражения. В этом случае имеем уравнения 
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  021121221112  cbcbmbmbmb .                          (20) 
 
Сравнивая первое уравнение (14) и (19), видим их подобие за исключе-
нием слагаемого 
21
21
mm
bb
 , стоящего перед 
2 . Это слагаемое и является влия-
нием диссипации на собственные частоты КС с двумя степенями свободы. 
Резонансные частоты диссипативной КС с двумя степенями свободы с учетом 
(19) записываются выражениями 
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Из уравнения (20) резонансная частота 
2
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Как видно из (22) – это зависимость 
еще одной частоты p  от всех параметров 
диссипативной КС с двумя степенями сво-
боды. Выражения (21), (22) – это результат 
аналитических решений. Эксперимент мо-
жет подтвердить наличие этих частот. 
Далее рассмотрим линейную дис-
сипативную колебательную системы с n 
степенями свободы. Механическая схе-
ма ее изображена на рисунке 3, где 
nmm ,1  – массы; ncc ,1 , nbb ,1  – коэф-
фициенты жесткости и диссипации со-
ответственно; nxx ,1  – перемещение; F – 
вынуждающая сила. 
Дифференциальные уравнения та-
кой КС имеют вид 
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Рисунок 3
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На основании системы уравнений (23) представим структурную схему 
КС с n степенями свободы, изображенную на рисунке 4,  
где F – внешнее воздействие; nxx ,1  – перемещение;  – сумматоры; 
     11111 ,,,  nnn WWWW  – передаточные функции вида 
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Как видно из рисунка 4, попарно перемещения 1, kk xx  формируются 
общими передаточными функциями      jWjW kIIIIk 1 ,   аналогичными вы-
ражениями (10). В нашем случае передаточные функции попарных КС с 
( 1, kk xx ) имеют вид 
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Пары перемещений 1  , kk xx  следующие:       ..., ,, ,, ,, 433221 xxxxxx  
   nnnn xxxx , ,, 112  . Поэтому передаточных функций (24) для каждого пе-
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Рисунок 4 
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ремещения  12 , nxx  будет две, а для х1 – одна         
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Сравнивая (10) и (24), видим, их общую математическую аналогию. А 
это означает, что КС с n степенями свободы образуется попарными КС с дву-
мя степенями свободы. Это наглядно видно из рис. 4. Максимальные значе-
ния перемещений   nkjxk ,1,   возникают при знаменателе в (24), равном 
нулю. Резонансные (собственные) частоты определяются из знаменателя в 
(24), приравненного к нулю. Здесь образуются уравнения 
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Из уравнения (25) определяются резонансные частоты каждой пары 
( 1, kk xx ), входящую в КС с двумя степенями свободы. Эти частоты записы-
ваются выражением 
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Заметим, что выражение (24) и (20) математически аналогичны. Для пе-
ремещения хn, кроме (27) имеются еще резонансные частоты, вид которых 
был определен для диссипативной КС с одной степенью свободы выражени-
ем (27). В нашем случае 
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Особенности анализа (28) приведены при анализе (7). Из уравнения (26) 
имеем еще одну резонансную частоту 
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которая является функцией от параметров      111 ,,,,,  kkkkkk mmccbb . 
Таким образом, располагая параметрами КС или задаваясь ими и преду-
сматривая связь в виде, изображенной на рисунке 3 строится структурная КС 
с n степенями свободы, а затем в соответствии с предложенным методом рас-
четным путем в замкнутой форме определяются все собственные (резонанс-
ные) частоты данной КС.  
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УСКОРЕННЫЕ ИСПЫТАНИЯ ЗУБЧАТЫХ КОЛЕС 
НА КОНТАКТНУЮ ВЫНОСЛИВОСТЬ 
 
Предложен метод, позволяющий уменьшить более чем на порядок длительность трудоемких  и 
дорогостоящих ресурсных испытаний зубчатых колес за счет сокращения числа испытываемых 
образцов, ускорить внедрение новых перспективных материалов и технологий упрочнения, 
улучшающих эксплуатационные свойства зубчатых передач приводных механизмов. 
 
The method allowing to reduce more than 10 times duration of labour-consuming and expensive re-
source tests of cogwheels due to reduction of number of tested samples, to accelerate introduction of 
new perspective materials and the technologies of hardening improving operational properties of the 
driven mechanisms tooth gearings is offered. 
 
Актуальность задачи. Ресурсные испытания приводных механизмов на 
основе зубчатых передач в значительной степени определяют сроки освоения 
серийного производства, а также себестоимость новой техники. Традицион-
ные способы и методы испытаний (стендовые и полигонные) новых конст-
рукций зубчатых передач требуют значительного времени, трудовых и энер-
гетических затрат, поскольку, к примеру, для получения одной точки на кри-
вой контактной выносливости зубьев требуется, как минимум, провести ис-
пытание одной зубчатой пары (шестерня-колесо), а лучше 3-4-х, для повыше-
ния достоверности определения ее положения. В то же время испытания од-
ной зубчатой пары могут длиться от 100 до 1000 и более часов.  
